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e phenomene sans les mathematioues

e |a notion de fréquence
e un phénomene periodique - la période - I'inverse de la période
e période: ..., I'année, le jour, le tour de stade, la milliseconde, ...

e |a transformation

® représentation en periodes // représentation en fréquences
e . touslesonze ans, 3 par jour, ...
e |es deux représentation seraient équivalentes 7

e |a détection

e retrouver les frequences présentes

La transformée de Fourier - MA Delsuc



UN exemple

Oredlle exteme |Oreile moyenne| Oredlle inteme

Organe de I'équilibre Nerf auditif
Cochiée

Cellules ciliées

Deux représentations

Cochlee ! <=

La transformée de Fourier - MA Delsuc
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Transformée de Fourier

Résonance Magnétique Nucléaire

Spectrométrie de Masse

statistigues Internet

63 800 pages

transformée de Fourier 9,7% de fautes d’orthographe

Fourier transform 0,14% !l

127 000 pages
dont TF 15%

127 000 pages
dont TF 1,75%

InfraRouge

27 000 pages
dont TF 60%

La transformée de Fourier - MA Delsuc



Ntto://taklikeaphysicist.com/wp-content/uploads/2008/04/
mage-135 .00
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f(t) : R—>C
F(r) : R—C

Jean Baptiste Joseph Fourier
(21 Mars 1768 — 16 Mai 1830)

e "™t = cos(—2mvt) + isin(—27vt)

/ f(t) cos(—2mvt)dt Transformée en cosinus

La transformée de Fourier - MA Delsuc



comment comprendre cette déatinition (1)

e | atransformée de Fourier correspond a une
changement de point de vue des donnees

e iln’y apas de modification de la quantité d’information (nous
verrons gqu’elle est inversible)

e | es deux représentations sont dites “réciproques’
e temps - frequence t < v
e @space - fréquence spatiale (z,y,2) < (h,k,1)

o . sec «— Hz
e |es unités sont inverses :

cm < em

La transformée de Fourier - MA Delsuc



comment comprendre cette définition (2)

\ 7

f(t)
2.5A
Yy
ANEVA\RRTANE A ANEVA\RR/ANE A
[\ L\ VALY VAN 0
2.5A
Yy
< \ YA A \ /\\ / AV AN [
_ _ ™\
NZRRSA W AP W A A\ 5 B WA VA w A ey AR e A
cos(—2mvt) \V \V \/ \Y
2.5A
y 2.0
P AN v AN
/ ) / \ J \ q
/ 05\ / 0 N /o5 AN
- N x N
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comment comprendre cette définition (3)

\ 7

f(t)
o 54
Yy
ANEFA\RTANEY A ANEVARRANEN A
/\/\/,\;\/\/\/\/:f\/\/\) oS
?// \ [\ -2\/ / \\6 \\// \ . \]5 [T\ ] \\j F(y) :/ f(t) COS(—27TVt)dt
— OO
) 254
y
X
cos(—2mvt)
258
|
5
-]
5\—/ -2'.5\—// 0} \_\///:
4 — Ay
251 jas\




Nombres complexes (1)

\ 4

e Notation complexe e cos(6) + i sin(6)

e 2™t —  cos(—2mut) + isin(—2mut)

La transformée de Fourier - MA Delsuc



Nombres complexes (2)

e Forme de rale complexe

® ¢g: Lorentzienne

S
i
H
{ /"“’\
P { \
N
AN ] =

R(F(v)) =A
( (L)) ] 1—|—(V—VO)2
/\
F_,x’? Vo
T b
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Proprietés importantes (1)

e |inéarité F(f+9) = F(f)+Fg)
Flaf) = oF(f)

e |atransformée de Fourier de 2 signaux additionnés
~

la somme des transformeées de Fourier de chacun des signaux

e |atransformée de Fourier d’un signal multiplé
~

la multiplication de la transformée de Fourier du signal

La transformée de Fourier - MA Delsuc



Proprietés importantes ()

inversibilité
c,)n p,eutl toujours inverser (revenir) Fl P f
'opération de FT
la transformée de Fourier inverse est 00 o
trés similaire a la transformée de Fourier — f(t) = / F(v)e” ™ dv
direct, a un signe prés 7
appliquer 2 fois la FT revient a inverser F? - inversion
'axe
’appliquer 4 fois est sans effet F* . Id

La transformée de Fourier - MA Delsuc



propriétés de symmeétrie

Proprietes importantes (3)

la fonction

la fonction réciproque

paire réelle
symmeétrique autour de [’origine
impaire imaginaire
anti-symmeétrique autour de l’origine
réelle paire
imaginaire impaire
causale Hilbertienne

nulle pour t <0

lien entre parties réelle et imaginaire

La transformée de Fourier - MA Delsuc



Quelgues propristes avancees

e relation de Parseval-Plancherelle o ; o :
» , [ W= [ 1Pe) P
e |intégrale des puissances est conservee Y- —o0
o | e Premier point F(0) = /_ f(t)dt

e contient I'aire de la fonction réciprogue

e Compacité /_ T 25t / TRy > —

e |atransformée de Fourier est d’autant plus
compacte que la fonction est étendue.

pour des fonctions normalisées

e et reciproguement

La transformée de Fourier - MA Delsuc



es Couples celebres

la fonction la fonction réciproque
sinusoide fonction delta
e'vel 6(v —1,)
fonction porte sinus cardinal
te[-1,1]: f(t) =1 sin(mx)
sinon : f(t) =0 .
dilatation contraction
1 %
flax) mF (5)
gaussienne de largeur o gaussienne de largeur %

t2 B 2
- Jrge

1

¢chantillonnage de période T'  échantillonnage de période

Z o(t —nT) % i 5<V_§)

n=—oo

k=—o0
. Ve . b 1
exponentielle décroissante lorentzienne de largeur =
2a
e_a'|t|
a? + 4r?

voir aussi http://en.wikipedia.org/wiki/Fourier_transform
La transformée de Fourier - MA Delsuc



http://en.wikipedia.org/wiki/Fourier_transform
http://en.wikipedia.org/wiki/Fourier_transform

e pestare

Inusoide ® gaussienne
delta * lorentzienne
porte e ¢&chantillonnage

AAAAAAAARAAAA A AL AA
Il | | [ |

iNus cardina

La transformée de Fourier - MA Delsuc



_a Convolution

* Forme mathématique h(t) = (fxg)t) = (g% f))
o /() : convolution de f{) et de g() = /_ _Jnglt =m)dr
et H = F(h)..
alors
. Hv) = F)G(v)
e formule équivalente dans I'espace
reciprogue
e (Concretement
e |aforme de A) est appliquée a g()
* Inversement
. 3
u_ X
. R
YARY} % 7 25 o 2 Tk b = ; A U v

La transformée de Fourier - MA Delsuc



quelouss remarques (1)

e multiplication (modulation) par cos(vot)

®* convolution par 2 delta écartée de 2V,

e => dédoublement partiel de tous les signaux

e vibrations - 50Hz - moteurs - ...

e modulation d’un signal par un autre

e modulation croisée

e agpparition de signaux a la somme et la difference des
fréquences

e modulation d'un signal par lui méme (non linéarité)

e apparition de fréquences multiples

La transformée de Fourier - MA Delsuc



guelgues remargues ()

e FErreur sur to

te[to...

=> convolution du spectre par e

to

rotation de la phase proportionnel a la

fréquence

correction

+ oo|

de phase

3 L e e B e B . .. S S S B Sy E B B S By |

La transformée de Fourier - MA Delsuc



a Dl

e Discrete / Digital Fourier Transform

passer deR etC a la memoire de 'ordinateur

e représentation des réels

e représentation des fonctions continues

® représentation des supports infinis

e ¢chantillonage - périodisation

e résout les 2 difficultés sur les fonctions

e solution “mathématique”

* grace a la fonction® “échantillonnage”

* 1l faudrait parler de distribution La transformée de Fourier - MA Delsuc



—chantilonage périodisation

S<

* *,:*
* *"“ ** * % * * ****
* » \
ok e kA PR RS L W w
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—chantilonage périodisation

a fonction d’echantillonnage permet de représenter de
maniere mathématique une serie nuMmerique
iInformatique.

-

°"temps

e ¢échantillonnage du FID = périodisation du spectre

2éMe temps

e ¢&chantillonnage du spectre = périodisation du FID

Difficulté

e repliement de fréquences aliasing

e périodisation en synthese inverse (SWIFT)

La transformée de Fourier - MA Delsuc



e (’est une opération matricielle

e exemple pour 8 points e Remarques
- AT :
e matrice carrée, inversible e 's —e T = 1]
( ! _1-1 _1-2_7r _1-3_7r _1-4_7r _1-5_7r _1~6_7r _17_7r \ _ZZn_ﬂ'
1 e '2 e 'a e 'a2 e 'a e ta e 'a e 'a e N
- 27T -4 - 67 - 27 - 4 67
1 e *1 e 'a et 1 e s e 'a e Ve
1 e T e VT 7T e VT e T e T e i racines n™¢ de 1’unité
1 e_i% 1 e_i% 1 e_i% 1 e_i%
LT e T e 7 o o7 | e chague point du spectre depend
_;67 A 421 ;67 _j4r 42 ,
bertoe et e e et de I’ensemble des points du
\ 1 e %1 et e 'a eta e tas eta e'u )

signal temporel

La transformée de Fourier - MA Delsuc



Relation de Nyquist

Relations Nyquist-shannon

relation entre la frequence d’échantillonnage et la Fmaz = 7
largeur de la bande de frequence analysée 1
si échantillonnage réel (sur un seul canal) Fmaz = 532
1
o W= opw
Relation réciprogue
le temps d’acquisition détermine la résolution en A 1
fréquence e AF
Friwe = nAF
nombre de points bmaz = 7}“ t
T OTAF T A

relation de Gabor-Heisenberg

relation I'incertitude

tmas AF =1

La transformée de Fourier - MA Delsuc



Calcul de la DET

* |mplantation

e algorithmique // matricielle
e calcul de fonctions transcendentales // taille

e Complexité
e pour probleme de taille n
e 1 point : n multiplications

e |e spectre : n° multiplications

La transformée de Fourier - MA Delsuc



A

Fast Fourier Transform - J.W.Cooley J.W.Tuckey 1965
e Algorithme récursif du papillon

chaque étape réduit la taille par 2

si N = 2K alors on descend en K itéerations a I'opération pour 1 point

temps de calcul = KN = N logz(IV)

necessite N — 9k

avec

On note

et

alors

xk (o, T1,...TN_1)

E(x) les points pairs de x

)
E(x)r = xom : (xg,T2,...TN_2)
)

O(x) les points impairs de xy

O(x)k = L2m+1 - (:1:1,:133, “. $N_1>

v = E(z) + O(x)

si k< g

DFTy(z) = DFTy(E(x)) + DFT,(O(x))e %"

N
si k> —
2

2w (k—=N/2)

DFTy(2x) = DFT),_x (E(2)) + DFT,_x (O(z))e™ ¥

La transformée de Fourier - MA Delsuc




Comparaison des differentes transformees

genérale lente
échantillonnage libre échantillonnage “ad-hoc”
rigoureuse lente (N?)
pas de calibration échantillonnage régulier
_ oK
rapide  idem DFT Caljc\jul— .
(N log(N)) | J

La transformée de Fourier - MA Delsuc



depend de la puissance de [ordinateur

e ordinateur : lol de Moore o un exemple personnel

a 512 x 2k NMR data set.

Exponential Broadening and FT in F2
phasing, 5 points Spline base-line correction in F2
cosine apodization, zero-filling and FT in F1
phasing in F1.

1985 1990 1995 2000 2005 2010 2015

20 min el x1000 en 20 ans

x2 tout les 2 ans



\Vise en ceuvie (1)

e calcul en module

e phénomene cohérent = calcul sensible a la phase

@

| module

OJV\/\/\A/\/\/\/\M]\M
o]
o
R TTO LA N N L L L L N L L L L N B L L L L N L L B N B L L B B B SN B B B
pPM s 2,4 2,3 2.2 2,1 2 1,9 18 1.7 16

Sl = vS(v)

b

calcul de |la densité spectrale de
puissance

adapté aux signaux stationnaires
mal adaptés aux FID

La transformée de Fourier - MA Delsuc



\ise en ceuvre ()

* Apodisation
e multiplier les données par -
* une fenétre pour améliorer |
|e SpeCtre &';Oi':'tl I IZIOOI o I4|00I - I6|00I o I8|00I o IlIOOEJI I I1|20£)I I I1|40;)I I Il|60I0I I I1|80(I)I I IZIOO;Z
y : |
Hanning puis module
Hanning o
Hamming
Blackmann
Lachzos X
e artefacts | phasc-sensible
e forte de perte de signal R
dans certains cas
* modification du signal N
mesureé | Il

La transformée de Fourier - MA Delsuc



NAsSsage en module

amplitude

La transformée de Fourier - MA Delsuc



